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Cambio de base en formas cuadráticas. 97
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ESPACIO EUCLÍDEO.

Introducción.
Un espacio eucĺıdeo es un espacio vectorial real en el que se define un

producto entre vectores que a cada par de vectores asocia un número real.
El producto se llama producto escalar.

El producto escalar usual en R2 y en R3 está dado por las fórmulas:

u · v = (u1, u2) · (v1, v2) = u1 · v1 + u2 · v2

u · v = (u1, u2, u3) · (v1, v2, v3) = u1 · v1 + u2 · v2 + u3 · v3
Observemos que debido al teorema de Pitágoras, en R2 y en R3, el

cuadrado de la longitud de un vector es igual al producto escalar del vector
por śı mismo. Representamos la longitud del vector u por ‖u‖: ‖u‖2 = u·u.
La longitud de un vector también se llama módulo del vector.

Un vector se llama unitario si es de longitud 1. Normalizar un vector cualquiera es

obtener otro dependiente de él y unitario. Se normaliza un vector dividiéndolo por su

longitud o módulo.

De lo anterior se deduce que la distancia entre dos puntos viene dada
por la raiz cuadrada del producto escalar por śı mismo del vector cuyas
componentes son las diferencias de coordenadas de los puntos.

En espacios con n variables, es útil tener un concepto similar al de distan-
cia. Se generaliza a Rn el concepto de longitud de un vector y de distancia
entre dos puntos utilizando el producto escalar generalizado.

DIAGONALIZACIÓN DE ENDOMORFISMOS.

Introducción.

Una aplicación lineal definida en un espacio vectorial con imagen en el
mismo espacio vectorial se llama endomorfismo. Utilizaremos a partir de
ahora la palabra endomorfismo por razones de brevedad.

La expresión matricial de un endomorfismo de un espacio vectorial de-
pende de la base escogida. La matriz relacionada es una matriz cuadrada.
Al hacer un cambio de base la matriz cambia y puede llegar a ser más
sencilla. La interpretación geométrica de los endomorfismos con matrices
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diagonales es más fácil. Puede ser una proyección, una simetŕıa, una com-
posición de dilataciones y contracciones según determinadas direcciones.
Nos planteamos por ello el problema de encontrar una base en la que la
matriz de dicha expresión matricial sea diagonal.

Diagonalizar un endomorfismo es encontrar una base del espacio vectorial
en el que la matriz correspondiente es diagonal. No todos los endomorfis-
mos son diagonalizables.

Las distintas matrices que corresponden a un endomorfismo al cambiar
de base están relacionadas de la forma siguiente: Si A y A′ corresponden al
mismo endomorfismo en distintas bases, A′ = C−1AC donde C (la matriz
del cambio de base) es una matriz con determinante distinto de cero. Estas
matrices se llaman equivalentes. Si un endomorfismo es diagonalizable,
existe una matriz diagonal equivalente a la matriz del endomorfismo.

Diagonalizar una matriz es encontrar una matriz diagonal equivalente a
la dada. No todas las matrices son diagonalizables.

Si una matriz es diagonalizable, el endomorfismo expresado por dicha matriz (en

cualquier base) es diagonalizable. En efecto, si dada la matriz A, existe una matriz C

de cambio de base tal que C−1AC = D, el endomorfismo expresado por la matriz A en

la base B = {e1, e2, ..., en} es diagonalizable, porque este endomorfismo se expresa por la

matriz diagonal D en la base B = {u1, u2, ..., un} = {e1, e2, ..., en}C. Entonces, el endo-

morfismo expresado por la misma matriz A en otra base B′ = {e′1, e′2, ..., e′n} se expresa

también por D en la base B
′
= {u′1, u′2, ..., u′n} = {e′1, e′2, ..., e′n}C puesto que el cambio de

base viene dado por la misma matriz C.

FORMAS CUADRÁTICAS.

Introducción.

Ya hemos estudiado ciertas formas bilineales, los productos escalares.
Las formas bilineales en general, no tienen porqué ser simétricas ni definidas
positivas.

A cada forma bilineal se le asocia una forma cuadrática; aunque a dis-
tintas formas bilineales resulta asociada la misma forma cuadrática, encon-
tramos ślo una forma bilineal simétrica (de matriz simétrica) asociada a
ésta forma cuadrática. Veremos que su matriz puede llegar a ser diagonal,
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haciendo un cambio de base. Hallar la matriz diagonal, la base y el nuevo
sistema de coordenadas en la que le corresponde es diagonalizar la forma
cuadrática. Todas las formas cuadráticas son diagonalizables.

FORMAS DE JORDAN EN DIMENSIÓN 2, 3 y 4.

Introducción.
Las ”formas de Jordan” son matrices relativamente sencillas correspon-

dientes a endomorfismos no diagonalizables. Aunque no siempre son dia-
gonales, son casi siempre matrices más sencillas que las correspondientes a
los endomorfismos en la base canónica.

Las cajas de Jordan son matrices cuadradas que tienen iguales todos
los elementos de la diagonal, tienen 1 en todos los sitios inmediatamente
encima de la diagonal y ceros en los demás sitios:

La matriz:  λ 1 0
0 λ 1
0 0 λ


es una caja de Jordan de orden 3.

Una caja de Jordan de orden 1 es un número. Por lo que las matrices
diagonales son yuxtaposición de cajas de Jordan de orden 1.

Se llaman formas de Jordan o matrices de Jordan a las matrices formadas
por cajas de Jordan yuxtapuestas en la diagonal.

Se llaman ”bases de Jordan” las bases en las que el endomorfismo se
expresa por una forma de Jordan.

Cuando un endomorfismo es diagonalizable, si su matriz en una base
dada es A, existe una matriz de cambio de base C tal que C−1AC es
diagonal. Si el endomorfismo no es diagonalizable, esto no es posible, pero
llamando J a la forma de Jordan, que es bastante sencilla, existe una matriz
de cambio de base C tal que C−1AC = J . Hay un teorema general, que no
demostraremos aqúı, que afirma la

equivalencia de una matriz de números complejos a una matriz de Jordan
Además, a un endomorfismo dado le corresponde sólo una forma de

Jordan salvo el orden de las cajas. Entonces, a todas las matrices que
corresponden al mismo endomorfismo en distintas bases corresponde una
sola forma de Jordan. Teniéndose por tanto, que las formas de Jordan
clasifican a las matrices y que matrices con formas de Jordan diferentes no
pueden corresponder al mismo endomorfismo ni siquiera en distintas bases.
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Lo cual puede servir para descartar si matrices provenientes de distintos
observadores, corresponden al mismo fenómeno observado.

En este caṕıtulo se demuestran los casos particulares del teorema anterior
para matrices 2 × 2 y 3 × 3 de números reales, y para matrices 4 × 4 de
números complejos por métodos directos y elementales.

APLICACIONES ORTOGONALES.
ESPACIO AFÍN y MOVIMIENTOS.

Introducción.

Dados dos espacios vectoriales eucĺıdeos, las aplicaciones lineales entre
ellos que respetan la estructura eucĺıdea se llaman aplicaciones ortogonales.
Estas aplicaciones conservan las distancias y el origen. Ejemplos de trans-
formaciones ortogonales son los giros y las simetŕıas ortogonales en el plano
y las rotaciones vectoriales en el espacio.

Existe un teorema que reduce cualquier transformación ortogonal de Rn

a un producto (o composición) de estos dos tipos de aplicaciones ortogo-
nales (rotaciones vectoriales y simetŕıas). Además una rotación vectorial
o un giro se pueden descomponer en composición de dos simetŕıas orto-
gonales, de donde se deduce que toda transformación ortogonal se puede
descomponer en producto (o composición) de simetŕıas ortogonales.

CÓNICAS. ELIPSE, HIPERBOLA, PARABOLA.

Introducción.
Encontramos aqúı las ecuaciones de la elipse, hipérbola y parábola en

sus posiciones canónicas y luego vemos cómo cambian a las ecuaciones de
las mismas curvas en una posición cualquiera. Concluimos que no sólo las
ecuaciones de estas curvas son ecuaciones de segundo grado sino que las
soluciones de cualquier ecuación de segundo grado con dos incóginitas cons-
tituyen una de estas curvas (una cónica) admitiendo los casos degenerados
que son dos rectas que se cortan, dos rectas paralelas, una recta doble o el
conjunto vaćıo.

También se ve cómo se detecta el tipo de curva y cómo se obtienen sus
elementos caracteŕısticos.

CUÁDRICAS.
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Introducción.

En este caṕıtulo se estudian las superficies de segundo grado, es decir,
las superficies que son conjuntos de soluciones de una ecuación de segundo
grado en las variables x, y, z. El estudio es similar al de las cónicas, en-
contrándose muchos más casos. En su clasificación influyen no sólo los in-
variantes de las matrices simétricas asociadas a las ecuaciones sino adeemás
el rango de éstas.

Los ejes y planos de simetŕıa de las cuádricas no degeneradas se determi-
nan de manera análoga a cómo se determinan en las cónicas no degeneradas.
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